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Introduccidn

Estadistica

Algunas definiciones:

» Disciplina cientifica que se ocupa de la obtencion, orden y
analisis de un conjunto de datos con el fin de obtener
explicaciones y predicciones sobre fenédmenos
observados.

» Disciplina que estudia la variabilidad, recoleccion,
organizacion, analisis, interpretacion y presentacion de los
datos, asi como el proceso aleatorio que los genera
siguiendo las leyes de la probabilidad

» Ciencia que se ocupa de la recoleccion, resumen, analisis,
e interpretacion de hechos o datos numéricos.




Algunos objetivos

» Extraer conocimiento a partir de un conjunto de datos,
con el fin de tomar decisiones en base a la mejor
informacion posible (siempre existe incertidumbre).

» Obtener informacion de una poblacion, sin necesidad de
estudiar todos los elementos que la componen.

» Sacar conclusiones sobre alguna caracteristica de una
poblacion en base a una muestra respresentativa de la
misma



Introduccidn

PROBABILIDAD

POBLACION MUESTRA

——
—

ESTADISTICA



Introduccidn

Estadistica Descriptiva:

> Herramientas para resumir un conjunto de datos (modelados como realizaciones
de una variable aleatoria), a través de ciertas medidas numéricas. Representa la
informacién de una manera distinta para facilitar su interpretacién, pero no
permite realizar predicciones o inferencias

»> Muchos datos (modelados como realizaciones de alguna variable/vector
aleatorio): recolectar/resumir/presentar/graficar/analizar.

» Métodos no supervisados (reduccion de dimensionailidad)
> Facilita interpretacion, NO permite realizar predicciones o inferencias.

Estadistica Inferencial
» Usar datos disponibles para aprender, predecir, hacer generalizaciones , etc.
» Estimar, predecir, inferir, pronosticar, ajustar, etc
» Pruebas de hipétesis, regresion, clasificacion, etc.



Algunos conceptos de Estadistica Descriptiva

Organizacion y Presentacion de resultados

» Representaciones tabulares (tablas): 1¢” paso en la
organizacion de datos, que se ordenan en filas y columnas
para documentar y comunicar la informacion.

» Representaciones graficas (histogramas, graficos de
barras, circulares, etc): brindan un resumen visual de los
datos.

» Medidas descriptivas numéricas (variables cuantitativas):
medidas de tendencia central, posicion, dispersion, forma.

» Dependiendo del tipo de datos e informaciéon a comunicar
se elegira qué tipo de representacion utilizar.



Ejemplo: Base de datos diabetes gestacional
Base de datos con informacion de un estudio observacional de factores de riesgo en la
presencia de Diabetes Gestacional (DG), llevado a cabo en un grupo de 48 mujeres en
el afo 2018 en la ciudad de Cérdoba, Argentina.

caso_control Respuesta: Presencia o ausencia de Dizsb. Gestacional (DG)0= no tiene DG 1= tiene DG

Edad Edad en afios

estacivil Estado civil: 1 casada 2=concubina 3= separada

Pp Peso pregestacional (Kg)

Pa Peso actual (Kg)

Talla Estatura (m)

enpregest Estado nutricional pregestacional 1= bajo peso 2= peso normal 3= sobrepeso 4= obesidad
Enactual Estado nutricional actual 1= bajo peso 2= peso normal 3= sobrepeso 4= cbesidad
Obrasoc Obra social = no tien 1= si tiene

Estudios Maximo nivel de estudios alcanzados 1= primario 2= secundario 3= terciario o universitario
Estrsoc Estrato social 1= bajo 2= medioc 3=alto

Actfpre Actividad fisica pregestacional =NQ 1=5i

Antdb Antecedentes familiares de diabetes =NQ 1=Si

Fumaud Ectatus de Fumadora previo al embarazo =NO 1= 5i

Eg Edad estacional (semanas de gestacién)

comidas_dia Cantidad de comidas realizadas al dia

Vet alor energético total de la dieta (calorias/dia}

Fa Hierro dietaric (mg/dia)

Calico Calcio dietario (mg/dia)

Cho Carbohidratos dietarios (g/dia)

beb_azucar Consumo de bebidas azucaradas (co/dia)




Base de datos diabetes gestacional

1l
2| Tiene DG 30 35casade 7000 7800 160 27,34 3047 3 2 1 2 Medio o 1 0 5| 2243,34] 16,20 621,92 450,00
3| Notiene DG 31 2Bcasade 5850 6300 165 21,49 2314 5 2 £l 3 At 11 1 4| 242085 17,83 621,79 22300
4| Notiene DG 33 36casada 5500 6600 153 2350 28,19 5 2 1 3 At 10 0 3[ 2321,03) 169 42621 310,97
5 | Tiene DG 30 28 Concubina 8300 90,00 160 3242 35,16 4 3 1 3 Bajo o 1 i 4| so3a36[ 35,05 113484 483,74
6 | Notiene DG 32  35casada 7900 8600 160 3086 33,59 4 3 1 2 Bajo o o i 2| 2s46,82| 1928 355,20 197,48
Notiene DG 31 39 Concubina 6100 7500 160 2383 29,30 2 2 q 1 Alto 10 0 s| 231475| 1321 M8 265,15
Tiene DG 21 3Bcasade 8000 8800 165 2938 3232 3 3 1 1 Bajo o 1 0 2 3662,79] 2634 721,94 391,02
No tiene DG 23 34casade 4900 5400 156 2013 2,19 2 1 £l 2 Bajo o 1 0 4| 225156 16,92 594,60 266,94
Notiene DG 18 37casada 4900 6400 173 1637 21,38 1 1 1 2 Bajo 11 0 3[ 210617 19,77 635,10 235,01
11/ Tiene DG 25  33casada 6000 5300 158 2403 2,23 2 1 1 1 8ajo o 1 1 4| 254021 14,23 854,70 304,35
No tiene DG 23 37casads 5600 6500 155 2331 27,06 2 2 1 2 Medio o 1 0 3| 352214) 1767 118048 367,18
No tiene DG 2  37casade 5700 7200 162 21,72 2743 2 2 1 2 Medio o 1 0 4| 208293) 11,17 791,80 22,73
Tiene DG 27 37casade 9100 10000 173 3041 338 4 3 1 3 Alto o 1 0 4| 249639 24,55 876,59 311,40
15| Notiene DG 29 28casada 4800 5550 160 1875 21,68 7 1 1 2 Medio 10 0 5| 3575,05| 19,56 790,66 368,00
16| Notiene DG 29 39casada 5500 6300 159 2176 2492 2 2 1 2 Medio o 1 0 4| 369853 14,02 952,02 307,74
17/ Tiene DG 24 30casads 6200 7050 150 27,56 31,33 3 3 0 2 Bajo 11 i 3| 2016,38) 13,06 97896 24145
No tiene DG 2  37casade 5800 7400 167 2080 2653 5 2 [} 3 Alto o 1 i 4| 200417 22,68 266,88 301,74 c
No tiene DG 21 3Bcasade 6800 80,00 160 2656 3125 3 2 [ 2 Medio 11 0 3| 3550,62| 29,40 937,08 369,79 2
Tiene DG 32 39casada 6800 7800 173 22,72 26,06 5 2 1 2 Medio o 1 1 4| 3212,56( 24,87 399,52 383,47 801




Generalidades

En general, una base de datos es del tipo:

X1(t1) R Xp(t1)
X= : : :
x1(t) ... Xp(tn)

> x;=variables, i = 1...p (Cualquier caracteristica
susceptibles de tomar distintos estados entre unidades
elementales, o que varian dentro de una misma unidad
elemental a través del tiempo)

> 1; = tiempo, observaciones, realizaciones, etc. j = 1,..,n

Es usual agupar los elementos de x por
> Filas (clustering)

» Columnas (correlacion)



Estadistica descriptiva: Tipos de variables

Expresan una cualidad o propiedad que el objeto en estudio
tiene o no, o bien lo tiene en distinto grado. Pueden ser
DICOTOMICAS:dos categorias o clases (ej: género al nacer) 6
POLICOTOMICAS:mas de dos categorias (ej: nivel de
estudios alcanzado)

Cuantitativas

Asumen valores numéricos. Expresan una cantidad.

» Discretas: Surgen de contar. Son aquellas que sélo toman
valores discretos dentro de su campo de variacion (ej:
cantidad de materias aprobadas)

» Continuas: Surgen de medir. Toman cualquier valor
dentro de su rango de variacion (ej: altura de un alumno).



Algunos graficos variables cualitativas:

Grafico de sectores
Gréfico de barras
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Figura: Numero de comidas al dia,
Figura: Namero de comidas al dia  discriminados por estrato social



Algunos graficos variables cuantitativas: Histograma y
boxplot
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Medidas descriptivas numéricas - Caso univariado

» Medidas de Tendencia Central Valores numéricos que se
obtienen de variables cuantitativas y cuyos resultados se
localizan por el centro de la distribucion. Ej: Media
(promedio aritmético), Mediana, Moda.

» Medidas de Posicion: Valores numéricos que permiten
dividir la distribucion de datos en partes iguales. Ej:
Cuartiles, Deciles, Percentiles.

» Medidas de Dispersion: Valores numéricos que
proporcionan una idea sobre cuan esparcidos o
concentrados estan los datos correspondientes a una
variable. Ej: Rango, Rango intercuartilico, varianza,
desviacion estandar, coeficiente de variacion.

» Medidas de Forma: Dan una idea de la forma de la
distribucién de la variable. Ej: Coeficiente de asimetria, de
kurtosis (apuntamiento).



Media y Varianza: Caso univariado, datos sin agrupar

X variable en estudio, n tamano de la muestra, xi;...; X,
valores que asume la variable,
N Z/n:1 Xi
» Media: x = —/———
n
n 12
> i—1(Xi — X)

» Varianza: Var(x) = s2 = P—

» Desviacién estandar: /s2



Caso multivariado: Matriz de Covarianza

1 _\T _
S= n;(x—x) (x — X)
donde : , , _ ,
Matriz de medias Matriz de varianzas-covarianzas
Xy ... Xp Var(x1) ... Cov(xy,Xp)
X = P S= : . :
X1 .. Xp Cov(xp,x1) ...  Var(xp)
1 _ _
Cov(x;, X)) = Sxy = ——= k=t (Xilt) — %) (i (t) — X))

De forma analoga, y teniendo en cuenta que

Cov(xj, X; . .
Corr(x;, x;) = M se construye la matriz de correlacion.

Xi SXJ



Matriz de correlacion - heatmap
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Conceptos basicos de Probabilidad

Una Variable Aleatoria (v.a.) unidimensional es una regla o
funcion X, que asigna a cada elemento del espacio muestral
(espacio de estados) S un numero (real),

X:S—)RX

Rx es el rango de la variable aleatoria.
» Si Ry finito o infinito numerable = X v.a. discreta

> Si existe (a, b) intervalo de nimeros reales (a, b) C Rx
= X v.a. continua



Variables aleatorias

Sea (S, A, P) un espacio de probabilidad y sea X una v.a. definida sobre dicho
espacio. La funcion F : R — [0, 1] definida por

F(x) = P(X < x)

es llamada Funcién de distribucién (de probabilidades) de X

Si X v.a. discreta que puede asumir los distintos valores xy, Xo, . .. Xp (0 Xq, Xo, ... si X
puede asumir una cantidad infinita numerable de valores distintos) .

La funcion de probabilidad de masade X es una funcién p: | C R — [0, 1] definida
como p(x;) = P(X = x;) = P{w €S : X(w) = x;})

Si X v.a continua , Fx(x) = P(X < x) su funcién de distribucién acumulada, y si existe
una funcion f(x) > 0 tal que Fx(x) = [*__ f(s)ds, Vx € R, entonces f recibe el
nombre de funcién de densidad (de probabilidades) de la v.a. X.



Algunas distribuciones discretas

X = numero de éxitos
observados en las n
repeticiones de un experimento
binomial, p= probabilidad de
éxito en cada repeticion

p) = (7 )P —pyr
F(x)=P(X<x)=
Sio( ) et -pr
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Algunas distribuciones discretas

Distribucion de

Poisson

X v.a que cuenta el nimero de
eventos que ocurre en un
intervalo de tiempo (espacio,
volumen) =X tiene distribucién
de Poisson de parametro A, A
es la tasa media de ocurrencia
del evento en un intervalo de
tiempo, (espacio, volumen, etc.)

X
PX=r)="e7

E(X) =X, Var(X) =X

prob
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Distribuciones continuas

Distribucién Gaussiana (Normal)

También conocida como distribucion gaussiana, es una de las
distribuciones mas comunmente utilizadas por fisicos,
quimicos e ingenieros ya que
» Si repite un experimento una cierta cantidad de veces
entonces la variable que representa el promedio de los
resultados tiene aproximadamente una distribucién
normal.

» Aparece en el estudio de numerosos fendémenos fisicos
(por ejemplo: velocidad de moléculas (Maxwell))

» Se la denomina “normal” porque representa un gran
numero de fendmenos en la naturaleza



Distribucién Normal

Si X es una v.a. con Distribucion Normal con media p y
desviacion estandar o, entonces X ~ N(y,0?)

—(x—p)?

> f(X)= e 22 —o00< X<

V2ro
>> conerf(x) = 2 [Te dt




Distribucién Normal

X ~ Ny, a%)




Distribucién Normal

ban




Estadistica Inferencial: Estimacién de parametros
Maxima Verosimilitud (estimacion puntual)

Definiciones:
Sean xq,--- , X, realizaciones de Xj, - -+ , X, muestra aleatoria

de una v.a. con funcién de densidad (o probabilidad de masa)
f(x) que involucra a algun parametro 6 (la denotaremos f(x; 6)).

1. Se define la funcion de verosimilitud
L(X1,. .. Xn; 0) = T4 (X 0)

2. El estimador de maxima verosimilitud del parametro 6 es el
valor de € que maximiza la funcién L(xq, ..., Xp; 6)



Distribucion Gaussiana univariada: estimacion de . y
o2 por MV

Sean xq, - -+, x, observaciones de Xj, - - - , X, muestra aleatoria
de una v.a. con distribucién normal N(u, o).

Recordar que £(x;; 1, 0%) = —J— exp (—%)
Entonces:

202

L(X1, ...\ Xp; jp,02) = ﬁ 1 exp<_(Xi—u)2>



Estimacion de 1 y 2 por MV - continuacion

> Los EMV se denotan por i y 02
> (&, JAZ) = arg max, ;) L(X1,..., Xn; &, o?)

dIn L(Xq,....Xn;1,52)

» Resolver i3

dIn L(Xq,....Xn;1,02)
du

> Resultan
> lAﬁ = 15 > Xis
> g2 =130 (% —X)?



Vectores Aleatorios

Vectores Aleatorios

Sea (S, A, P) un espacio de probabilidad y sea n € N. Un
Vector Aleatorio n-dimensional (X1, X, ..., X,) es una
aplicacion del espacio muestral Sen R” =R x R...R, es decir

S—RxR...xR
w— (X (w), Xo(w), ..., Xn(w))

Cada componente del vector aleatorio es una variable aleatoria
unidimensional.



Vectores aleatorios bidimensionales

» Pueden modelarse dos v.a X e Y conjuntamente
> Fxy(x,y)=P(X < x,Y < y)es lafuncién de distribucion
acumulada conjunta

> fxy(x,y) (fx(x), fy(y)) es la densidad conjunta
(marginales) de Xe Y



Distribuciones Marginales

Si bien (X, Y) es un “vector aleatorio”, tanto X como Y son
variables aleatorias unidimensionales, y como tales tienen su
propia distribucion.

Distribuciones Marginales

Dada Fxy(x, y) funcién de distribucion conjunta de (X, Y) se
define la funcién de distribucion marginal de X como

Fx(x)=P(X<x)=P(X<x,Y<+4x), XeR

Andlogamente, se define la funcién de distribucién marginal de
Y como

Fy(x)=P(Y<y)=P(X<+400,Y<Yy), YER



Densidad marginal caso continuo

(X, Y) va continuo con funcion de densidad conjunta f(x, y).
Las funciones de densidad marginales de X e Y estan dadas
por

fe(X) :/ F(x, y)dy, x € R,fy(y) :/ f(x, y)dx y € R

—00 —00

Az




Distribuciones condicionadas (continuas)

Distribuciones Condicionadas Continuas

Se definen la funcion de densidad de X condicionada al valor y
de Y (y fijo) como

fxy(X,y
fx/v=y(x) = %, x€R

y la funcion de densidad de Y condicionada al valor x de X (x
fijo) como

fyx=x)(¥) = %a y€eR

donde fx(x) y fy(y) son las densidades marginales de X e Y,
respectivamente.



Distribuciones condicionadas




Covarianza y correlacion

Covarianza entre Xe Y

oxv = Cov(X, Y) = E[(X—E[X])(Y-E[Y])] = E(XY)~E(X)E(Y)

Correlacion entre Xe Y

Cov(X,Y)

p=Corr(X,Y) = ppy

JCorr(Xl,XZ_)z-O.ll Corr(Xy, X3)=0.92  Corr(Xy, X;)=0.19

) _

[
)I.':
| .
ik
e Ql 5
J
9

&

S A"

o o s



Dos variables X e Y son independientes si

fxy(x,y) = fx(x)fy(y)
Observaciones:

1.

Si oxy = 0 se dice que X e Y son no correlacionadas o
incorreladas.

pxy indica el grado de relacion lineal entre las variables X
eY.

Si X e Y son independientes, entonces:
» son no correlacionadas. (La reciproca no es cierta)

> fxv=y(X) = Ix(X) ¥ fyr/x=x(¥) = fr(¥)
> E(XY)=E(X)E(Y)
» Var(aX+Y)=aVar(X)+Var(Y)



Distribucion Gaussiana Bivariada N (u, X)

0.2
p=EX) =l T= [ con® Cov((f;yc Y) ]

Funcién de densidad de probabilidades

win-ggee( (G- D= (G- [5])

fx,y(x,y) =

1 2 2, 2 2
€X] oy (X + o
2roxoy\/1 — p? p{ 20505(1—07) oy (x = ) X =ny)

—20x0yp(X — px)(y — 1y))}



Distribucion Gaussiana Bivariada N (u, X)

o
5 Hr{==

O
PN
Y \“\:\\‘:o‘e
SN
s
‘é@.t;s- 2

Figura: pdf distribucion Gaussiana it

bivariada , . C
Figura: curvas nivel pdf distribucion

Gaussiana bivariada



Distribucidon Gaussiana bivariada:
covarianza ¥

matriz de

Xz

CoviX1, X2)=0

_CoviXy,X3) =0

X1

. Cov(Xy, Xp) <

o

X3




Propiedades de distribuciones Gaussianas

» Sean Xj y Xo dos variables aleatorias gaussianas

> Y = X; + Xo también es gaussiana! (la suma de
gaussianas, es gaussiana)

’_\ —— X3~ N(+3,4)
/ \

Xo~N(—2,9)
/ \ === Ky Ny

Propiedades de la suma de variables aleatorias

> E(X + %) = E() + E(X) = o + iz
> Var(Xi + Xz) = Var(Xy) + Va(Xz) + 2Cov(Xi, X2)




Distribucion Gaussiana multivariadaN (u, X)

El vector X = (Xj, ..., Xp) tiene distribucion Normal
(Gaussiana) multivariada si la funcién de densidad conjunta
esta dada por:

1 1 Te—1
(X1, X2, ..., Xn) = WGXP (—2()( —p) T (x = M))
donde:
X =[x1,X2, ..., Xn] T, = [ux,, ..., 1ux,]” es el vector de medias

y ¥ es a matriz de varianza-covarianza de las X, y |X| es el
determinante de esa matriz.
Observaciones

» No hay una expresion analitica para las funciones de
verosimilitud.

» Para estimar p y ¥~ deben usarse otros métodos o técnicas
(ej. algoritmo EM)



Comentarios

» Ejercicios y ejemplos de esta unidad en notebooks jupyter
disponibles en pagina curso

» Bibliogafia sugerida: Bishop C., 2006: Pattern Recognition
and Machine Learning. Springer



