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¿Porque los modelos lineales son limitados?

La base de funciones a utilizar se define a priori, antes de que se conozcan
los datos.
Esto trae aparejado el “curso de la dimensionalidad”.

Los datos generalmente no son independientes estan correlacionados entre
sí y por lo tanto viven en un subespacio (manifold) de menor dimensión.

Las redes neuronales tienen:

I funciones base adaptativas. Las variaciones de las funciones de base
(definidas a través de los parámetros de la red) son aquellas que
corresponden al manifold de los datos

I Dentro del manifold, las variables target varían en algunas direcciones
preferenciales. Las redes capturan estas direcciones en el espacio de
entrada a través de las funciones base.



Objetivos

I Redes completamente conectadas (Fully connected)

I Rol de los nodos/neuronas y las funciones de activación

I Backpropagación

I Métodos de optimización

I Capacidad del modelo, over y underfitting

I Early stop y regularización

I Ejemplo general en pytorch
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Historias de las redes neuronales



El hito de la revolución

MIT news

Inicio de la revolución.

Krizhevsky A, Sutskever I, Hinton

GE, 2012 Imagenet classification

with deep convolutional neural net-

works. 120.000 Citas!!!



Causas de la revolución

Fuente Seeking alpha.

Top 500



Fugaku



Evolución a partir de 2012

Fuente Reddit.



Red lineal. Multiples inputs - una salida.
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I x1, . . . , x4 son las entradas.

I w11, . . . ,w41 son los pesos

I y es la salida de la red.

I b es el sesgo o bias (ordenada al
origen).

Cada variable de la red se denomina
nodo (o neurona)

La operación que estoy realizando es un producto punto:

y = w11x1 + w21x2 + w31x3 + w41x4 + b = w · x + b

Puedo pensar en una variable de entrada mas, fija en x0 = 1, de esta
manera b = w01,

y = w · x



Red lineal. Multiples inputs - multiples salidas.
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I Cada nodo de entrada se conecta con todos
los nodos/variables de salida. Fully
connected.

I Los pesos son los parámetros de la red.

I Pueden pensarse como links/canales de
comunicación y de acuerdo al peso los
nodos van a estar mas o menos
comunicados/relacionados.

I Si wij = 0 significa que el nodo xi no esta
comunicado/relacionado con el yj.

yj =

Nx∑
i=0

wijxi = wj · x

Es un producto matricial: y = W x



Agregando no-linealidad

Todo lo que hacemos es agregar un función no-lineal h a las redes lineales
ya definidas:

y = h(W x)

La h tiene por objeto subdividir el dominio de la red lineal.
Deja pasar la información para una región. Elimina la entrada para el resto
del dominio.
Se denomina función de activación.



Funciones de activación



Magia de las redes de las redes neuronales

Composición de funciones.
Si h es nolineal, las redes neuronales con multiples capas son
aproximadores universales.
Hornik, K., Stinchcombe, M. and White, H., 1989. Multilayer feedforward networks

are universal approximators. Neural networks, 2, 359-366.



Red Fully Connected (FC)
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I Agregamos capas
múltiples a la red que
ya teníamos.

I Supra-índices número
de la capa.

I Para cada capa
debemos hacer la
operación:

x(k+1)
j = h(k)

(
Nk∑

i=0

w(k)
ij x(k)

i

)



Notación para describir una red

Los componentes de la red fully connected son:

I Variables x(k)
j , representan el nodo/neurona j-esimo de la capa k-esima

I Pesos w(k)
ij conexión entre nodo i de la capa k con el j de la capa k + 1

I Nk cantidad de neuronas/nodos en la capa k.

I h(k) función de activación de la capa k-ésima

Una variable arbitraria de la capa k viene dada por los valores de la capa
anterior:

x(k+1)
j = h(k)

(
Nk∑

i=0

w(k)
ij x(k)

i

)

Defino x(k)
0 = 1 asi que w(k)

0j es el sesgo.



Sucesiva aplicación de capas: composición

Aplicación de los pesos y la función de de activación de la primera capa:

x(1) = h(0)
(

W(0)x(0)
)

Segunda capa:

x(2) = h(1)
(

W(1)x(1)
)

x(2) = h(1)
(

W(1)h(0)
(

W(0)x(0)
))



Propagación hacia adelante

Capa k-esima:

x(k) = h(k−1)
(

W(k−1)h(k−2)
(
· · · h(0)

(
W(0)x(0)

)
· · ·
))

Las k capas representan k composiciones de funciones.
Input de la red: x(0) = x, output x(K) .= y
Propagación hacia adelante:
x(0) → x(1) · · · → x(K)

Input→ Capa 2→ Capa 3→ Output→ Función de pérdida J(Input,Output)

J(W) =
1

2Nd

Nd∑
n=1

∥∥x(K)
n − yn

∥∥2

=
1

2Nd

Nd∑
n=1

∥∥∥∥h(K−1)
(

W(K−1)h(K−2)
(
· · · h(0)

(
W(0)x(0)

n

)
· · ·
))
− yn

∥∥∥∥2

Tamaño del espacio de control FC W:
∑K−1

k=0 N(k)
w =

∑K−1
k=0 NkNk+1



Optimización con una red neuronal

Red 1-100-1

Fn Activación:

I Arriba: ReLU

I Abajo: Tanh



Funciones de activación

Red ultra sencilla 1-2-1 (2 neuronas inter-
nas).
Funciones de activación en ambos enlaces.
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¿Que puede decir de los parámetros w?
¿Que roles tienen las funciones de activación en cada capa?



Reglas para la selección de funciones de activación

I Capas internas. Se seleccionan de acuerdo a la arquitectura:
I Siempre comience por una ReLU.
I CNN: ReLU
I Redes Recursivas: Tanh o Sigmoide
I Redes muy profundas (>40): Swish

I Capa de salida (output layer). Se seleccionan de acuerdo al problema:
I Regresión: Función lineal (sin función de activación/identidad)
I Clasificación binaria: Sigmoide/Logística
I Clasificación multi-clase: Softmax
I Clasificación multi-etiqueta: Sigmoide



Overfitting y sobre-entrenamiento

Modelo 10 neuronas internas. Fn activación: Tanh.

Demasiada complejidad del modelo.

I Fuerte ajuste de los datos de entrenamiento (Izq) pero sin poder de
generalización

I Detengo el entrenamiento cuando la J de validación empieza a crecer
(Der).



¿Que sucede si elegimos la capacidad correcta?



Modelo de 3 neuronas internas (capacidad correcta)

¿Porqué hay un “leve” overfitting?

I Muy similar performance al modelo mas complejo. Misma capacidad
de generalización.

I Der detengo en J validación mínima.



Early stopping

I Free lunch (de Hinton/Bengio): single training realization enough.

I Evaluar después de cada época la función de pérdida en el conjunto
de validación.

I Guardar los parámetros con mejor error de validación.

I Detener el entrenamiento cuando aumentamos las epocas y la función
de pérdida de validación no disminuye

I Paciencia: Cuidado con la estocasticidad (no detener si son unas
pocas épocas de crecimiento).



Regularización. Weight decay

Queremos castigar en la función de costo los valores altos de los
parámetros (favoreciendo los pequeños)

J(w) =
1
2

ND∑
n=1

(
y(n) − f (x(n);w

)2
+
λ

2
|w|q

I Concepto útil cuando trabajamos con pocos datos y modelos
complejos (redes profundas).

I Mas utilizadas L2, q = 2 y L1, q = 1.

Esta implementado en pytorch (argumento de la función de optimización).
Weight decay: Se cambian directamente los parametros en el paso de
update (no la J).

w = ŵ− η∇wJ
∣∣
ŵ − ηλw



Determinación del gradiente.
Todos los algoritmos de optimización requieren el gradiente.
¿Como determinamos el gradiente en una red neuronal?



Gradiente de la funcion de pérdida.
Vectorialmente x0 ∈ RN0 , x1 ∈ RN1 : y ∈ RN1

J(w, x0) =
1
2
‖x1 − y‖2; x1 = f (w, x0)

Derivo con respecto a x1,
δJ = (x1 − y)δx1

Con respecto a la variable de entrada y los parámetros

δx1 =
∂x1

∂x0
δx0 +

∂x1

∂w
δw

∂J
∂w

=
∂J
∂x1

∂x1

∂w
Se requiere determinar como se propagan las perturbaciones desde la J
hasta los pesos de la red. Con K + 1 capas:

∂J
∂w

=
∂J
∂xK

∂xK

∂xK−1

>
· · · ∂x2

∂x1

> ∂x1

∂w



Variables con las perturbaciones - variables adjuntas.

Ej. Modelo cuadrático.

J(x0) =
1
2
(x1 − y1)

2, x1 = αx2
0

Si queremos ver el impacto de una perturbación de x0 en J

δx1 = x2
0δα, δx1 = 2αx0δx0, δJ = (x1 − y1)δx1

Podemos pensar en variables que nos propagan los errores/perturbaciones:

x̃1 = x̃1 + (x1 − y1)

x̃0 = x̃0 + 2αx0x̃1

Con respecto a α:
α̃ = α̃+ x2

0x̃1



Gradiente de la función de pérdida de una red

Rumelhart, D. E., Hinton, G. E., and Williams, R. J. (1986) Learning representations

by back-propagating errors, Nature, 323, 533-536.



Propagación hacia adelante. Tangente lineal.

Comencemos por una conexión simple:

w(0)
11x(0)

1 x(1)
1 x(1)

1 = f (x(0)
1 ;w(0)

11 ) = h
(

w(0)
11 x(0)

1

)
¿Cómo se propaga una perturbación del parámetro en esta conexión?

δx(1)
1 =

∂f (x(0)
1 ;w(0)

11 )

∂w(0)
11

δw(0)
11 =

∂h(z)
∂z

x(0)
1 δw(0)

11

En el caso del input:

δx(1)
1 =

∂f (x(0)
1 ; x(0)

1 )

∂x(0)
1

δx(0)
1 =

∂h(z)
∂z

w(0)
11 δx(0)

1

Estas perturbaciones impactan sobre la función de pérdida:

δJ = (x(1)
1 − y)

∂h
∂z

(
w(0)

11 δx(0)
1 + x(0)

1 δw(0)
11

)
Aplicación intensiva de la regla de la cadena. Memoria vs costo
computacional.



Backpropagation. Conexión simple

Tenemos que desandar la propagación hacia adelante. Que una
perturbación producida en la J (output) nos diga cuanto fue causado por la
perturbación de un parámetro (input).

Forward

x(0)
1 x(1)

1

w(0)
11

J

δx̃(1)
1 =

∂J

∂x(1)
1

+ δJ̃

= (x(1)
1 − y) + δJ̃

Backward

δJ̃ δx̃(1)
1

δw̃(0)
11

δx̃(0)
1

δw̃(0)
11 =

∂x(1)
1

∂w(0)
11

δx̃(1)
1 =

∂h
∂z

x(0)
1 δx̃(1)

1

δx̃(0)
1 =

∂x(1)
1

∂x(0)
1

δx̃(1)
1 =

∂h
∂z

w(0)
11 δx̃(1)

1

Interpretación: El TL nos mezcla todas las perturbaciones para conducir al
δJ. El Backprop me produce las contribuciones de cada parámetro.



Backprop en una bifurcación
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1
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 δx̃(2)
1

δx̃(0)
1 =

[
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1

∂x(0)
1

∂x(1)
1
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2

] [
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1
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]
Los pesos no propagan información ha-
cia atras (no requieren rastreos).
Si nos interesa w(0)

11 lo obtenemos por:

δw̃(0)
11 =

∂x(1)
1

∂w(0)
11

δx̃(1)
1

En redes profundas por las nolineali-

dades para evaluar ∂x(k)
i

∂x(k−1)
j

requerimos los

valores de los nodos internos: xk
i



Backpropagation: Gradientes en pytorch y tensorflow

Modulo: autograd Torch nos calcula el backprop en
forma automatica!
Para que autograd realice la diferenciación automática se debe especificar:

In [38]: x=torch.linspace(-2.,2.,200,requires_grad=True)

Todas las operaciones a partir de x van a requerir de backpropagación:

In [39]: h=torch.nn.Tanh()

In [40]: y=h(x)

In [41]: print(y)
tensor([ -0...], grad_fn=<TanhBackward0>)

In [42]: J=y.sum()

In [43]: J.backward()

In [44]: print(x.grad[5])

Guarda para cada variable dependiente el tipo de operación. Guarda
estados. Con el .backward() calcula cada gradiente hasta la
variable/parámetro independiente.



Analogía con asimilación de datos 4DVar

En la asimilación de datos variacional también se define una función
objetivo por ejemplo:

J(x0
k) = Jb(x0

k) + Jo(x0
k)

=
1
2
(
x0

k −M(xa
k−1)

)> B−1 (x0
k −M(xa

k−1)
)
+

1
2
(
yk+1 −H(M(x0

k))
)> R−1 (yk+1 −H(M(x0

k))
)

Modelo forward = modelo dinámico: Evoluciona tiempos:

tk−1 → tk, xk =M(xk−1)

Se requiere minimizar J donde x0 es el estado. x ∈ 108 − 109dim.
Para calcular el gradiente de la función objetivo/de costo (como parte de la
minimización):

∇x0
k
J



Modelo adjunto. Integración del adjunto
Para calcular el gradiente de J,

∇x0 Jb(x0) = (Pf )−1(x0 − xf
0)

Con respecto a la función de costo de las observaciones

dk = R−1 (yk −H(xk)) ; xk =

k∑
i=0

M(xi)

∇xk J = 2H>k dk

Comenzamos desde último tiempo k y luego evolucionamos hacia atrás
hasta i = 0

∇x0 J =

N∑
k=0

M>0 · · ·M>k−1(2H>k dk)

Mk =
∂M
∂x

∣∣∣∣
xkExpandiendo la suma

∇Jo = H>0 d0 + M>1 [H>1 d1 + M>2 [H>2 d2 + · · ·+ M>N 2H>N dN ]]

Autograd→ TAMC (Tangent and Adjoint Model compiler)?



Optimización



Matriz Hessiana

La aproximación cuadrática de un función multivariada alrededor de ŵ viene
dada por

J(w) ≈ J(ŵ) + (w− ŵ)>∇J
∣∣
ŵ +

1
2
(w− ŵ)>H(w− ŵ)

donde definimos la matriz Hessiana,

(H)ij
.
=

∂J
∂wiwj

∣∣∣∣∣
ŵ

En funciones multivariadas el análisis de los puntos críticos ∇J(w∗) = 0 se
realiza a través del Hessiano:
Si H(w∗) es definido positivo, entonces w∗ es un mínimo.
H es definido positivo si todos los autovalores son positivos.



Caracterización 2d de la matriz Hessiana

Función de forma cuadrática en
2d con distintas Hessianas.
a) Matriz hessiana definida
positiva.
b) Matriz definida negativa.
c) Matriz singular positiva
indefinida (línea de infinitas
soluciones).
d) Matriz indefinida con un punto
de ensilladura.



Optimización por descenso de gradientes

Comenzamos desde [-2,-2] y hacemos un paso en la dirección de maximo
descenso.



Descenso de gradientes con todos los datos

Considerando que J = 1
2ND

(Y− Xw)>(Y− Xw) el gradiente debe ser
realizado con toda la base de datos:

w = ŵ− η∇wJ(X,Y)
∣∣
ŵ

for i in range ( n_epochs ):

dJ_dw = gradient ( loss_function , data , w )

w = w - learning_rate * dJ_dw

Para cada evaluación del gradiente tenemos que considerar a todos los
datos.
No requerimos de evaluaciones de la función de costo (para la
optimización!).



Optimización por descenso de gradientes en pytorch

# Considerando datos X_train, y_train

model = torch.nn.Linear(n_inputs, n_outputs) # Linear Function/Net

optimizer = torch.optim.SGD(model.parameters(), lr=1e-4) # Instancio tecnica de

optimizaci\’on

J = torch.nn.MSELoss() # Defino funci\’on de costo

for i in range(n_epochs):

y_pred = model(X_train) # Calculate prediction from x

loss = J(y_pred,y_train) # Calculate loss

optimizer.zero_grad() # Initialize gradients

loss.backward() # Backprop

optimizer.step() # Update parameters

Estamos evaluando la base de datos completa en cada época



Descenso de gradientes estocásticos

w = ŵ− η∇wJ
∣∣
ŵ(x

(i), y(i))

SGD: Lo que hacemos es tomar una muestra de todo el conjunto de datos
en cada iteración.

for i in range ( n_epochs ):

np.random.shuffle ( data )

for xy in data:

dJ_dw = gradientJ ( loss_function , xy , w )

w = w - learning_rate * dJ_dw



Fundamentación

I El descenso de gradientes estocásticos converge casi seguramente a
un mínimo global (para funciones convexas) o a un mínimo local en
general.

I Para garantizar la convergencia la learning rate debe ser pequeña.

I Esto es una consecuencia del teorema de Robbins-Siegmund (1971).

I Online forms of the EM algorithm: Neal and Hinton (1996) incremental
EM algorithm.



Descenso de gradientes por mini-batch

w = ŵ− η∇wJ
∣∣
ŵ(x

(i:i+n), y(i:i+n))

donde n es el tamaño del mini-batch.

for i in range ( n_epochs ):

np.random.shuffle ( data )

for batch in get_Batches(data, batch_size=64):

dJ_dw = gradientJ ( loss_function , batch , w )

w = w - learning_rate * dJ_dw

Época. Iteraciones. Evaluaciones de la función de costo.
Sigue siendo estocástico pero no tanto! Cuales son los pros y cons de
esto?



Suffling

Es habitual dividir el conjunto de datos en: Entrenamiento (70%), Validación
(15%), Testing (15%).

I El conjunto de datos es subdividido en mini-batches para todos los
datos.

I En cada época recorremos todos los mini-batches cubriendo toda la
base de datos

I Conviene mezclar los datos para que los mini-batches se conformen
con distintos datos.

I shuffling: Mezcla aleatoria de los datos en cada epoca (los
mini-batches van a tener distintos datos).



Suffling y mini-batches en pytorch

train_dat = torch.utils.data.TensorDataset(X, Y)

train_loader = torch.utils.data.DataLoader(train_dat, batch_size=64,

shuffle=True, drop_last=True)

for iepoch in range(n_epochs):
for x_batch, y_batch in train_loader: #batches of the dataset

y_f = NNmdl(x_batch) # prediction of the batch

loss = Loss(x_batch, y_batch, y_f ) # evaluate cost with the batch

optimizer.zero_grad()

loss.backward()

optimizer.step()



Efecto de la tasa de aprendizaje

w = w - learning_rate *dJ_dw

Rango usual: learning_rate=1.-3 /5.e-5



Newton-Raphson

¿Como elijo la tasa de aprendizaje óptima?
El método de Newton 1D para encontrar raíces, por Taylor,

f (xk) = 0 ≈ f (xk−1) + (xk − xk−1)f ′(xk−1)

xk = xk−1 −
f (xk−1)

f ′(xk−1)

La extensión a puntos críticos de una función J multivariada,

xk = xk−1 −H−1∇J(xk−1)



Momento

• El SGD es particularmente inefi-
ciente para funciones de pérdida con
número de condición alto.
• Elipses/soides alargadas.
• Debemos aumentar la razón de
aprendizaje en las direcciones con
mayor descenso, basado en las altas
derivadas.

vt = γvt−1 + η∇wJ(w)

wt = wt−1 − vt



Adagrad

Dependiendo los parámetros y sus derivadas parciales nos gustaría realizar
correcciones selectivas/adaptativas para cada uno.
Duchi et al 2011 proponen:

wt+1 = wt −
η√

Gt + ε
�∇wJ(wt)

donde Gt es la suma de los cuadrados de las derivadas pasadas con
respecto al parámetro correspondiente.
ε = 1.e− 8.



RMSprop / Adadelta

Hacemos decaer exponencialmente la suma de derivadas cuadradas en
cada dirección

Kt = γKt−1 + (1− γ)∇wJ(wt)
2

wt+1 = wt −
η√

Kt + ε
�∇wJ(wt)

def RMSprop(gradJ):

’’’ Adadelta learning.

Hyperpar. gamma=0.9, eta0=1.e-2, epsilon=1.e-6 ’’’

self.sum_gradsq=gamma * self.sum_gradsq + (1-gamma) * gradJ**2

eta1=eta0/(epsilon+np.sqrt(self.sum_gradsq))

return -eta1*gradJ # parameter update

Este esquema fue sugerido por Hinton. Con una normalización se obtiene
el Adadelta.



Adam
Kingma and Ba (2014) proponen trabajar con ambos: los gradientes y los
gradientes cuadrados (primer y segundo momento)

vt = β1vt−1 + (1− β1)∇wJ(wt)

Kt = β2Kt−1 + (1− β2)[∇wJ(wt)]
2

Se corrije el sesgo
v̂t =

vt

1− (β1)t

K̂t =
Kt

1− (β2)t

Actualización de los parámetros

wt+1 = wt −
η√

K̂t + ε
� v̂t

Para datos reales limitados en comparación a los parámetros: AdamW

Loshchilov, I. and Hutter, F., 2017. Decoupled weight decay regularization. arXiv

preprint arXiv:1711.05101.



Comparación

Discusión:
https://www.ruder.io/optimizing-gradient-descent/
Precioso visualizador de los metodos:
https://github.com/lilipads/gradient_descent_viz

https://www.ruder.io/optimizing-gradient-descent/
https://github.com/lilipads/gradient_descent_viz


Métodos de (Quasi) segundo orden

I Conjugate gradients

I Métodos Quasi-Newton: L-BFGS

I Preconditioning

En pytorch L-BFGS se encuentra implementado. Con mini-batch y grandes
dimensiones es complicada su aplicación en ML.

En problemas de asimilación de datos variacional, éstos son los métodos
mas utilizados. Porque se conoce el Hessiano.



Dropout

Desaparición aleatoria de nodos de la red durante el aprendizaje.
Es una forma de regularización.

dropout

×

×

×

×
×

×

×

Gal, Y. and Ghahramani, Z., 2016. Dropout as a Bayesian approximation:
Representing model uncertainty in deep learning. ICML.



El problema de gradiente explotando o desapareciendo
Las redes profundas tienen aparejado un problema:
I Los gradientes a lo largo de las capas se van haciendo muy pequeños

(vanishing). Se pierde la sensibilidad a los parámetros.
I Los gradientes pueden explotar creciendo desproporcionadamente.

Glorot and Bengio 2010. Understanding the difficulty of training deep feedforward

neural networks

Si el producto de las derivadas del peso y de la función de activación en un
nodo exceden el valor de uno estos van a continuar creciendo
exponencialmente a lo largo del camino.
ReLU, adaptative learning rate o gradientes conjugados, normalización
batch son algunos de los aleviantes (pero el problema persiste).
Tanh and sigmoid cause huge vanishing gradient problems. Hence, they
should not be used in deep networks.
I keeping the standard deviation of layers activations around 1 will allow

us to stack several more layers in a deep neural network without
gradients exploding or vanishing.

I ReLU→ inicialización: kaiming
I Tanh→ inicialización: Xavier



El problema de gradiente explotando o desapareciendo

w(0)
11 w(1)

11 w(2)
11x(0)

1 x(1)
1 x(2)

1 x(3)
1

∂J

∂w(0)
11

=
∂J

∂x(3)
1

∂x(3)
1

∂x(2)
1

∂x(2)
1

∂x(1)
1

∂x(1)
1

∂w(0)
11

Asumiendo que tenemos funciones de activación sigmoides (o tanh) en las
capas internas y en el mejor de los casos cuando estan fasadas:


